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Résumé :
On calcule la force de traînée sur une sphère en mouvement perpendiculairement à une paroi plane. Dans ce
mouvement, la géométrie est intrinsèquement instationnaire. L’originalité de la présence étude consiste à prendre
en compte simultanément les termes instationnaires et d’inertie qui interviennent dans le développement au second
ordre en nombre de Reynolds.
Le calcul complet de l’écoulement au second ordre n’est pas nécessaire pour obtenir la traînée à cet ordre et
l’on montre que les termes instationnaires et d’inertie de la force de traînée peuvent être obtenus au moyen d’une
intégrale sur le volume du fluide des termes quadratiques mettant en jeu le premier ordre (Stokes). Ce calcul est
réalisé en coordonnées bisphériques, en utilisant les solutions de Maude (1961) et Brenner (1961). La traînée
dépend de la direction de la vitesse de la sphère à cause de l’interaction entre sillage et paroi.
Abstract :
We calculate the drag force on a sphere moving perpendicularly to a plane wall. In this motion, the geometry is
intrinsically unsteady. The originality of the present study consists in taking account simultaneously the unsteady
and inertia terms which appear in the second order expansion in low Reynolds number.
The complete calculation of the flow to second order in low Reynolds number is not necessary to obtain the drag
to this order and we show that the unsteady and inertia terms in the expansion for the drag force can be obtained
by means of an integral over the volume of the fluid of the quadratics terms involving the first order (Stokes). This
calculation is performed in bispherical coordinates, using the solutions of Maude (1961) and Brenner (1961). The
drag depends on the direction of the velocity of the sphere because of the interaction between the wake and the
wall.
Mots-clefs :
sédimentation ; effets d’inertie ; coordonnées bisphériques.
1 Introduction
Les interactions hydrodynamiques entre particules et parois sont importantes dans les écoule-
ments à petite échelle (micro-hydrodynamique) qui interviennent dans différentes applications,
par exemple, en biologie et en chimie analytique : citons par exemple les techniques de sé-
paration. Il existe en effet différentes techniques de séparation de petites particules de tailles
différentes (inférieures à 100 µm) par un fluide visqueux telles que les techniques de "fraction-
nement par couplage flux-force (FFF)" et par "cellule SPLITT". Ces techniques utilisent des
écoulements dans des canaux étroits (inférieurs au mm) et les effets d’inertie du fluide sont im-
portants car responsables des forces de portance produisant la séparation.
On considère ici les effets de paroi et les effets d’inertie dans le mouvement d’une particule
sphérique perpendiculairement à une paroi plane. Le nombre de Reynolds relatif à une particule
est petit devant l’unité et l’on considère un développement des équations de Navier-Stokes.
Au premier ordre du développement, lorsque le terme d’inertie n’intervient pas, on est dans le
1
18 ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007
cas de l’écoulement de Stokes (quasi-stationnaire). Il existe des solutions analytiques anciennes
en coordonnées bisphériques par Brenner (1961) et Maude (1961) donnant la force de traînée.
Nous déterminons ici la force de traînée au second ordre en petit nombre de Reynolds. L’origi-
nalité de ce calcul vient du fait que les termes instationnaires et d’inertie sont du même ordre
de grandeur. Au second ordre des effets d’inertie apparaissent et, la géométrie se modifiant au
cours du temps, l’écoulement doit être instationnaire même dans le cas où la vitesse de la sphère
est constante. Nous montrons comment la force sur la sphère peut être obtenue directement sans
calculer cet écoulement. Ceci est réalisé en étendant à ce problème instationnaire l’idée de la
formule de réciprocité proposée par Ho & Leal (1974) pour un problème stationnaire. Cette
formule couple l’écoulement du second ordre cherché et un écoulement de Stokes de base pour
la même géométrie. La force est alors obtenue sous forme d’une intégrale qui est calculée sur
la base d’une solution des équations de Stokes en coordonnées bisphériques (Maude (1961),
Brenner (1961)). Nous avons récemment calculé la pression pour ce cas (Pasol, Chaoui, Ya-
hiaoui & Feuillebois (2005)). Le seul calcul analogue, à notre connaissance, est celui de Cox &
Brenner (1967) qui ont utilisé la méthode des développements asymptotiques raccordés pour
obtenir la force de traînée au second ordre lorsque l’écart sphère paroi est petit devant le rayon
de la sphère. Dans la présente étude, cette restriction est levée.
Dans la première partie, nous présentons de façon succincte l’approche théorique qui permet
d’obtenir la force de traînée au second ordre. Dans un second temps, on explicite le champ des
vitesses et l’intégrale qui donne la force de traînée en utilisant les coordonnées bisphériques. La
comparaison de nos résultats avec ceux obtenus par Cox & Brenner (1967) est présentée dans
la dernière partie.
2 Étude analytique de la force de traînée
Considérons un fluide newtonien, visqueux et incompressible au repos, limité par une paroi
plane infinie. Introduisons une particule solide et sphérique de rayon a. Le centre de cette par-
ticule, situé à une distance l, se déplace à la vitesse Up = U0ez, U0 pouvant être négative. La
vitesse du fluide influencée par la présence de la particule est notée v. Soit p la pression corres-
pondante. Le but est de déterminer la force de traînée qu’exerce le fluide sur la particule. Une
dimension caractéristique étant le rayon a de la sphère, il est possible de définir un nombre de
Reynolds, caractéristique de l’écoulement : Re = ρU0 a
µf
où µf est la viscosité dynamique du
fluide et ρ sa masse volumique. Notre hypothèse est |Re| ¿ 1.
Dans un repère absolu lié à la paroi, les équations de Navier-Stokes s’écrivent sous forme adi-
mensionnelle : ¨ ∇ · v = 0
Re

∂v
∂t
+ v · ∇v = −∇p+∆v (1)
Les développements en fonction du nombre de Re de la vitesse et de la pression s’écrivent sous
la forme : ¨
v = v(0) +Re · v(1) + o(Re)
p = p(0) +Re · p(1) + o(Re) (2)
La force de traînée agissant sur la sphère dirigée suivant l’axe vertical se développe en Re :
FT = F
(0)
T +Re · F (1)T + o(Re) (3)
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2.1 Calcul à l’ordre O(1)
A l’ordre O(1) où le terme d’inertie n’intervient pas, on est dans le cas de l’écoulement de
Stokes. En remplaçant p et v par leurs développements en Re, l’ordre O(1) s’écrit :¨ ∇ · v(0) = 0
∆v(0) −∇p(0) = 0 (4)
Les vitesses étant normalisées par U0 et les conditions aux limites s’expriment de la façon
suivante : 8><>: v(0) = ez sur la sphèrev(0) = 0 sur la paroiv(0) = 0 à l’infini. (5)
Brenner (1961) et Maude (1961) ont calculé la fonction de courant de l’écoulement et ont
déduit le champ de vitesses et la force subie par la sphère :
F
(0)
T =
4
3
sinhα
∞X
n=1
n (n+ 1)
(2n− 1) (2n+ 3)
"
sinh jnα+ jn sinh 2α
2

sinh2 jnα− j2n sinh2 α
 − 1#
Où α = cosh−1(δ), avec δ = l/a la distance adimensionnelle du centre de la sphère à la paroi
et jn = n+ 1/2.
2.2 Calcul à l’ordre O(Re)
A l’ordre O(Re), p(1) et v(1) sont solutions du système suivant :( ∇ · v(1) = 0
∆v(1) −∇p(1) = ∂v(0)
∂t
+ v(0) · ∇v(0) (6)
Les conditions aux limites s’expriment par :¨
v(1) = 0 sur la sphère
v(1) = 0 sur la paroi.
(7)
L’équation bilan de quantité de mouvement s’écrit aussi sous la forme tensorielle ∇σ(1) = f .
Le tenseur des contraintes σ(1) et le second membre f sont donnés par :
σ(1) = −p(1)I+∇v(1) +∇tv(1) et f = signe(U0)∂v
(0)
∂δ
+ v(0) ·∇v(0) (8)
I est le tenseur identité du second ordre et l’opérateur ·t indique la transposition.
Notons que l’on a pu ici exprimer le terme instationnaire en fonction de la vitesse d’approche
∂δ
∂t
= signe(U0) = ±1.
2.3 Calcul analytique de la force de traînée.
La force agissant sur la sphère peut alors être calculée en intégrant la contrainte sur la surface
S de la sphère. Pour simplifier cette intégrale, on utilise le théorème de réciprocité de Lorentz.
Cette approche est analogue à celle proposée par Ho & Leal (1974) pour le cas stationnaire.
Pour ce faire, on considère un deuxième écoulement caractérisé par les grandeurs suivantes :
(q,u,Π). On choisit ici pour u et q les champs de vitesses et de pression de l’écoulement de
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Stokes engendré par le mouvement d’une sphère qui sédimente avec une vitesse unitaire vers le
plan z = 0.
Les équations et les conditions aux limites régissant cet écoulement "réciproque" s’écrivent
dans le repère absolu lié à la paroi :¨ ∇ · u = 0
∆u−∇q = 0 et
8<: u = −ez sur la sphèreu = 0 sur la paroi
u = 0 à l’infini.
L’équation de quantité de mouvement du fluide s’écrit aussi sous la forme ∇ ·Π = 0. Π est le
tenseur des contraintes qui vaut −qI+∇u+∇tu. En appliquant le théorème de réciprocité de
Lorentz :
R
S u · σ · dS =
R
S v ·Π · dS où la surface S entoure le domaine fluide, on trouve que
la force de traînée a pour expression une intégrale sur le domaine fluide semi-infini (Vf ) :
F
(1)
T = −
Z
Vf
f · u dV
Cette intégrale est convergente, ce qui indique que le problème est de perturbation régulière
(contrairement au cas de la sphère dans un milieu infini, pour lequel on aurait ici le paradoxe de
Whitehead ). La régularité est liée au fait que la décroissance en 1/r de la vitesse due à la sphère
dans un milieu infini est ici supprimée par l’image de la sphère dans la paroi. En substituant f
par son expression, on a :
F
(1)
T = −
"
signe(U0)
Z
Vf
∂v(0)
∂δ
· u dV +
Z
Vf

v(0) · ∇v(0)Ł · u dV # (9)
En utilisant les conditions aux limites, on trouve que la deuxième intégrale du second membre
est nulle. En introduisant les coordonnées bisphériques η, ξ avec 0 ≤ ξ ≤ α, et 0 ≤ η ≤ pi et
0 ≤ φ ≤ 2pi (cf Happel & Brenner (1991)) où le plan est désigné par ξ = 0 et la surface de la
sphère par ξ = α, sachant aussi que δ = cosh(α), la force de traînée se résume à :
F
(1)
T = −signe(U0)
1
sinh(α)
Z
Vf
u · ∂v
(0)
∂α
dV (10)
3 Méthode numérique de résolution de la force de traînée
Grâce à l’utilisation des coordonnées bisphériques l’intégrale dans le domaine non borné Vf se
ramène à une intégrale dans un domaine fini en utilisant les et donc l’expression de la force de
traînée dans cette base devient :
F
(1)
T = −signe(U0)
1
sinh(α)
Z 2pi
φ=0
Z pi
η=0
Z α
ξ=0
u · ∂v
(0)
∂α
J dξ dη dφ (11)
avec le jacobien J =
sinh3 α sin η
(cosh ξ − cos η)3 (12)
Pour évaluer cette intégrale, on utilise la méthode d’intégration à 16 points deGauss−Legendre.
Les champs de vitesses, u et v(0) = sont donnés en coordonnées bisphériques par les relations
suivantes :
u = signe(U0)v(0) =

uη =
3
2
sinh ξ
c2 sin η
√
cosh ξ − µ
∞X
n=0
HnG
−1/2
n+1 −
√
cosh ξ − µ
c2 sin η
∞X
n=0
∂Hn
∂ξ
G
−1/2
n+1
uξ = −
3
2
c2
√
cosh ξ − µ
∞X
n=0
HnG
−1/2
n+1 −
√
cosh ξ − µ
c2
∞X
n=1
Hn
∂G
−1/2
n+1
∂µ
uφ = 0
(13)
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où G−1/2n+1 est le polynôme de Gegenbauer d’ordre (n + 1) et de degré (−12), µ = cos η et
c = sinhα. Hn est une fonction de α et ξ définie par : Hn(α, ξ) = An(α) cosh jn−1ξ +
Bn(α) sinh jn−1ξ+Cn(α) cosh jn+1ξ+Dn(α) sinh jn+1ξ. Les coefficientsAn(α), Bn(α), Cn(α), Dn(α)
sont donnés par Brenner (1961) et Maude (1961).
Pour vérification, on a également déterminé l’intégrale (10) donnant la force de traînée par
la méthode d’intégration de Gauss−Laguerre sur le domaine fluide non borné Vf en utilisant
les coordonnées cylindriques.
4 Résultats et Conclusions
Les résultats obtenus pour des écarts particule-paroi jusqu’à une zone proche de la lubrification
nous ont permis d’aboutir à des résultats analogues à ceux de Cox & Brenner (1967). Pour
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FIG. 1 – Force de traînée en fonction de la position de la particule ² = δ − 1, avec une vitesse de sphère
Up = −ez. On notera que F (1)T < 0 pour ² > 0.05.
une distance donnée de la paroi, les valeurs sont différentes lorsque la sphère se déplace vers la
paroi ou s’en éloigne, à cause dans ce dernier cas de la modification du sillage par la paroi.
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Loin de la paroi, δ À 1, la force de traînée adimensionnelle à l’ordre (1) converge vers la valeur
− 3
16
quand la sphère se rapproche de la paroi et + 3
16
quand elle s’en éloigne.
Pour δ À 1, la force dimensionnelle totale F∗T = −6piaµf Up FT qui résiste au mouvement de
la sphère s’écrit :
F∗T = −6piaµfUp

1 +
9
8
1
δ
− signe(U0) 3
16
|Re|+ o

Re,
1
δ
ﬀ
Une perspective possible serait de développer un modèle permettant de prédire le comportement
d’une particule compte-tenu des conditions d’un écoulement ambiant en prenant compte les
effets visqueux ainsi que les effets d’inertie et les effets instationnaires en présence d’une paroi
plane solide.
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